Egy tetogeometriai alapképlet skalaris levezetése

A skaldris itt azt jelenti, hogy nem vektoros. Ugyanis eredetije az [ 1 ] miliben vektor -
algebrai tton lett levezetve. Ez a mar tobbszor eldvett gombharomszogtani képlet — a szo -

gekre vonatkozo koszinusztétel — az 1. abra jeloléseivel igy fest:

1. dbra — forrasa: [ 1 ]
cosy = —cosa-cosf +sina-sinf-cosc . (K)
A (K) képletben szerepld betiijeleket az 1. dbra azonositja be.

Az alabbiakban attériink sajat megszokott, illetve ijabban bevezetett jeloléseinkre.
A folytatashoz tekintsiik a 2. abrat!

2. abra



Itt egy derékszogl gulat abrazoltunk. Ennek az ABC alapsikjara merdleges az | magassa -
ga. Tet6geometriai szOhasznalattal az egyes mennyiségek megnevezése az alabbi:

~ a BS szakasz az S ereszsarokba befuté egyik ( e; ) ereszvonal egy darabja;

~ az SA szakasz az S ereszsarokbol induld masik ( e, ) ereszvonal egy darabja;

~ az ¢ sz0g az ereszvonalak altal bezart ( kisebbik ) szog az ereszsikban;

~ az | magassag egyben az ASC és BSC tetdsikok metszésvonalanak — az élgerincnek —
egy szakasza;

~a C, pont a gula C csticsdnak az ereszsikra vett merdleges vetiilete;

~az SC, szakasz az | szakasz merdleges vetiilete az ereszsikra, mely az & szoget &; €s &,
részekre osztja;

~ az e, ereszvonalbol indul6 tetdsik hajlasa — az ereszsikkal bezart szoge — ¢, , az €;
ereszvonalbol induld tetdsik hajlasa ¢,;

~a D és E pontok azok az ereszpontok, ahol az illet6 eresz vonalat elmetszettiik egy az
ereszvonalra merdleges sikkal, ami az ereszsikbol €s az illet6 tetdsikbol kimetszette a

@1 ¢s a ¢, hajlasszogek szarait;

~ a4 szog a CSD deré¢kszogli haromszog €; ereszen nyugvo hegyesszoge;

~ a u szog a CSE derékszogl haromszog e, ereszen nyugvo hegyesszoge;

~ a ¢ szog az ¢élgerincnek az ereszsikkal bezart szoge;

~a y szdg az SAC ¢és az SBC tetdsikok /lapszoge, melyet gy kapunk, hogy az €lgerincet
elmetssziik a C pontban egy ra merdleges ABC sikkal, ami a tetdsikokbdl kimetszi a CA és
CB szakaszokat, melyek a yw szdget zarjak be.

A szamitast azzal kezdjiik, hogy az AB szakasz hosszat kétféleképpen is felirjuk, két
koszinusztétellel:

AB? = CA*>+CB?>—-2-CA-CB -cosy; (1)

a hozzavalok:
CA=1l-tgu ,CB=1-tgl; (2)

most (1)és(2)-vel

AB? =12 -tg?pu+ 1% tg?1—2-1*>-tgu-tgd - cosy. (3)
Hasonldképpen:
AB? = SA*> + SB> —2-SA-SB -cos¢; (4)

a hozzavalok:

ﬂ:l ,ﬁzl

)
cos U cos A

(5)



majd (4)és(5) - tel:
—_ 2 2 COoS &
AB2=—— 4+ L _p.p2. > (6)

cos?uy  cos?) cos i -cos A

Ezutan (3 )¢és (6) - tal:

l2 12
PPotgu+1%-tg?A—2-1>-tgu-tgh 'COSl/J=Cosz#+coszfz'lz'coscis-cisa ’
(7)
(7) - bl atalakitasokkal:
1 1
tg®p+tg* A —2-tgu-tgd - cosy = wsZn +Coszﬂ_2'co::sf;sz ‘
COoS &

tgiuttgiA—2-tgu-tgd rcosp =l+tgfu+1+tg° A -2 ——or,

—2-tgu-tgl -cos¢=2—2-mc:%,
tgu-tgl -cosw,b:wsc;)ﬁ—l,

€0S €—cos U -cos A

tgu-tgd -cosy =

sinu sin A

cos W -cos A
C0S €—cos U -cos A

CoOsSy =
cos i cos A lp

sinu-sinA-cosyp =cose —cosu-cosA ,
cos € —cos A-cos U
: (8)

cos W -cos A

CoOsSyY =
lp sin A -sin u

Most kiszamitjuk a ( 8 ) képletben szerepld, még ismeretlen szogfiiggvényeket.
A 2. abra alapjan irhatjuk, hogy:

SD _ l-cos ¢ -cos g1

cosd = o= l = cos ¢ - cos & , tehat:
CoOSA =cos¢ - cose; ; (9)
sin) = 2 = Lsind/sings i ? , tehat:
l l sin @1
sinl =% (10)
sin @1
Folytatva:
SE - - .
CoOsp =—= M = cos ¢ - cos &, , tehat:
COSU = COS¢ " COS €, ; (11)
sinu = CE_ Lising/sinpz _ s_in L4 , tehat:
l l sin @,



sinu = 12
H= o (12)
Ezutan (8),(9),(10),(11),(12) - vel:
__COS & — COS ¢h-COS €1 °COS (p-COS €5 __ COS € — cos 2 ¢ ' cos £1' coS €3 . . _
COSlp - sin ¢ sin ¢ - Sinz(p "SIn@q t SN, =
sin ¢1 sin @2
cose - (1—sin®¢ ) cose; - cose, _
= - -sin ¢4 - sin @, —
sin? ¢ P1 ()
COS &€ —COS &1+ CoOS € '|'Sil’12 *COS &1 COS € . .
cosy = T ¢ L —2.sin¢, - sing, ; (13)
sin“ ¢
Felhasznaljuk, hogy:
E=& t&, (14)
valamint (14 ) - gyel is, hogy:
cose = cos(e; + &) =cose; - cose, —sing; -sing, —
COSE — COSE; * COSE) = —Singg - sing, . (15)
Majd (13 ) és ( 15 ) szerint:
—sin &1 'sin &y +sin 2 ¢ - cos €1-cos €3 . .
cosy = -sin @4 - sin@, =
Y sinZ ¢ P1 P2
= sin ¢y - sin -(_Sin LS | cose - coseE ) =
= P1 P2 sinZ ¢ 1 2) =
. . . . sin? ¢ +cos ? ¢
= sin¢g; - sing, - (—sing; - sin¢g, .W-l_ COS& " COSE& ) =
= sin¢, - sin @, - [—sinsl-sinez -(1 +t 2¢) + cosé; - COSSZ] =
g
: : : : 1 : :
= sin ¢, - sin @, - [—smsl Sing; — 7o sing -sing, + cos ¢y - cosez] =
g
: : 1 : : ,
= sin ¢, - sin @, - (coss 7 Siné -sin 82) , tehat:
g
: : 1 : :
cosy =sin ¢ - sin ¢, - (cose ~grg SN smez) : (16)
g

Most felallitjuk a ¢ - re vonatkozo Osszefiiggést, kikiiszobolve ezzel a ¢ szoget ( 16 ) - bol.
Ehhez tekintsiik a 2. abrabol kiemelt 3. abrat! Innen:

h=1-sin¢p =1-cos¢-sing; -tgep; = tgd =sing; ~tge, , (17/1)
h=1-singp =1-cos¢-sing, -tgp, = tgd =sine, -tgp, , (17/2)

azaz.



3. abra

tg¢ = sing; -tgp, =sing, -tgp, — tzz;zi—:. (18)
Most (16 ) és (17) - tel:

: : 1
cosy =sin ¢4 - sin @, - (coss —

sin €1-tg @1 sin €2 tg @
—— ) = sin @4 - sin . (cos £ —
tgp1-tg <Pz) P1 ®2

= sin ¢ * sin @, * COS € — COS (1 * COS @, , tehat:

* sin g * sin 82) =

. . CosS * COS
= sin¢; - sin g, - (coss — M) =

singq-sin ¢

CoSY = — oS @q - COS P, + sing; *sing, - cose . (19)

A (19) képlet mar a végeredmény. Ugyanis az 1. €s a 18. dbrak szogei kozti
)/_>1/);,8_>(Pl;a_)§02 (20)

megfeleltetésekkel ( 19 ) - bol eldall ( K ) és megforditva.
Ezzel kitlizott feladatunkat megoldottuk.

Egy fontos specialis eset: derékszogl ereszsarok.
Ebben az esetben: € = 90°, cose = 0, igy ekkor ( 19 ) igy alakul:

COSY|.—99c = — COS Q1 " COS P; — P|.—g9c = arccos(— cos @, * cos@,) . (19*)




M1. A (K)) képlet levezetését részletesen végigvettiik egy koradbbi dolgozatunkban,
melynek jele és cime:

KD - 1.: Erdekes geometriai szdmitdsok — 5.

Egy fontos szogosszefiiggés gombhdromszogtani igazoldsa

M2. A szbogek atjelolésére azért van szilikség, mert itt egy dolgozatban szerepel olyan sok
sz0g, hogy kénytelenek vagyunk valtoztatni a korabbiakhoz képest, a zavarok elkeriilése
érdekében.

M3. A 2. abra rajzolasanal két derékszog - jellel is kiemeltiik a C , D , E pontokban azt a
sikgeometriai tételt, miszerint egy egyenes merdleges egy sikra, ha merdleges a sik két
egyenesere.

Példaul az | magassag merdleges az ABC sikra — és annak minden egyenesére —, ha merd -
leges annak AC és BC egyeneseire is.

M4. A ( 8) képletet — mas jelolésekkel — mar levezettiik egy kordbbi dolgozatunkban,
melynek jele és cime:
KD - 2.: Erdekes geometriai szamitdsok — 10 .

Mb5. Van még itt egy elvarratlan szal: az & szog &; €s &, részekre osztasa.
Ehhez az

E=¢& +¢, (14)
és a
tgp1 _ sin e (18/2)

tg @2 sin €1

egyenletek felhasznalasaval:
sing, = sin(e — &) = sine-cose; —cose-sing; —

sin €, . CoS &1 sin €1 sin €, sin €
- =Sme- — COS € — - = = —Cos¢e —
sin &4 sin &4 sin &1 sin &4 tg €1
tg 1 sin & sin & tg 1 sin & ,
ﬂ=——COS€ —>—=Cose+&—>tg81= e o1 ,tehat:
tgp2 tge&g tg &1 tg @2 cos € + 2—
tg v2
sin € sin € ,
tge, =———F— — & =arctg| ——— es & =&E—& . 21
5&1 cos e + 821 1 & cos £ +8¢1 22— 1 ( )
tg 92 tg 92 —




Konnyen megmutathato, hogy érvényes a ( 21/ 1) képlet parja is:

sin € sin €
tgey = ——7 szzarctg<—tg¢2> : (22)

cos € +—=—= cos € +—=—=
g1 g1

Az igazolast mar rabizzuk az érdekl6dd Olvasora. Anndl is inkdbb, mert ez mar tobb ko -
rabbi dolgozatunkban is szerepelt. ( Vagy itt rogton kitalalhato. )

MBG. Itteni eredményeink masik korabbi eredményeinkhez is csatlakoznak.
Ehhez tekintsiik a 4. abrat is, melynek eredeti forrasa a [ 2 ] miiben talalhato!

4. abra

A feliilnézeti képsikba — az ereszsikba — forgatott ABC haromszog C csucsanal 1€vo belsd
szOge a keresett y lapszog — v. 0. a 2. abraval! Ennek szamitasa itt:

Y =180°— (y1 +72) - (23)
Ehhez:

_ l-tgp __sing I _M _ sin ¢ |
tgy, = l¢-tgel = e tehat: tgy; = e, SN = arctg(—tggl) ; (24/1)
hasonloan:

_ l-tgp _ sing L. __sin¢ . sin ¢
tgy, = — we e tehat: tgy, = we, V2= arctg(tg 82) : (2412)

cos ¢



M7. Most kiegészitjiik a 2. abrat, a 4. dbra alapjan is — 5. 4bra.

5. dbra

Ezzel akar ki is szamithatjuk a gula térfogatat:

1
VABCS=§'TABc'l- (25)
Ehhez:

1 1 1 in ¢ ,
Tppc = 2 s g (tge; +tgey) " l-tgop =" 12 -CSol:qu - (tge; +tgey) , tehat:

1 in ¢
TABC=E'12':)SZ¢'(tg£1 +tgey) . (26)
Most (25) és (26 ) - tal:

1 in ¢
VABCS=E'13';52¢'(tg£1 +tgey) . (27)

MB8. Lathato, hogy a cimbeli feladat megoldéasa tobb korabbi eredmény Osszefésiilésével
allt eld. Az ezeket segitd szakirodalmi szamitasokra, eredményekre az adott helyeken hi -
vatkoztunk. Amikre nem hivatkoztunk, azok sajat eredmények. Fontosnak tartottuk, hogy
az egész — €s nem csak részei — egyiitt lathato, attekinthetd legyen, hogy akar kozépisko -
lasok is eredményesen tanulmanyozhassak. Szoval: ne kelljen elhinni, be lehessen latni.
Persze, megeshet, hogy inkabb csak technikusok és mérnokok érdeklddnek ilyesmik irant.



Ugy is mondhatjuk: olyanok, akiknél mar tétre megy ez a jaték.

M9. Mondhatjuk, hogy a gdmb - és a sikharomszdgtani alapon levezetett (K ) és (19)
képletek egyezOsége is ramutat a gombi és a triéder - geometria kozti rokonsagra. Errol
tovabbiakat is lehet taldlni pl. a [ 3 ] munkéban.

M10. Javasoljuk az érdeklddé Olvasonak, hogy gyakorolja a képletek hasznalatat, el6szor
lehet6leg mar mashonnan ismert eredményti példékon. Ez segit a szdmoldgép hasznalatat
is megerdsiteni. Merthogy hidba a jo képlet, ha nem tudjuk alkalmazni.

Tovabba tandcsos elkésziteni a sajat vazlatrajzokat, magyaraz6 abrakat is.

M11. A gyakorlést szolgélja az alabbi szdmpélda is.
SZAMPELDA

A feladat

Egy kontytetd ereszvonalai 120° - ot zdrnak be egymassal, az ereszvonalakbdl indulod
tetsikok hajlasa pedig 457 és 60°.
Hatarozzuk meg a tetdsikok lapszogét, mindkét mddon!

A megoldas

Adott: € = 120° , ¢, =45°, ¢, = 60°.
Keresett: i .

1. mod

Y = arccos(— cos @4 * cos @, + sing; - sin@, - cos¢) =

= arccos(— cos 45°- cos 60° + sin 45° - sin 60° - cos 120°) = 131,2800169° ,
tehat:
W = 131,2800169° . (E1)

II. mod

t
cos ¢ + 221 cos 120° + tg 60°

g 92

g, = arctg <L> - arctg( sn 120@) = 84,89609064° ;
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& =& —¢& = 120° - 84,89609064° = 35,10390936°.

tg = sing; - tg p; =sin 84,89609064° - tg45° = 0,9960349977,
¢ = arctg(0,9960349977 ) = 44,88618556°.

( Ellen6rzés:
tgp = sine, - tg @, =sin35,10390936° - tg60° =0,9960349977 . OK.)

v, = arctg (sin ¢) _ arctg (sin 44,88618556°) — 3.606619072° ;

tg &1 tg 84,89609064 °
sin ¢ sin 44,88618556 °
= arctg (-2) = arctg ) = 45,11336407°.
V2 &\ gz, &\ g 35,10390936° ’

Y = 180°— (y1 +y») = 180° — (3,606619072° + 45,11336407°) = 131,2800169°,
tehat:
Y =131,2800169°. (E2)

Latjuk, hogy ( E1 ) és ( E2 ) pontosan megegyezik. Eszerint a végeredmény kerekitve:
Y = 131,3°. (E)

Tehat a tetdsikok lapszdge mintegy 131,3°.

M12. Az a tény, hogy a szampélda kétféle titon kapott eredményei megegyeznek, azt is
jelzi, hogy jok a képletek, és a szamologép kezelése 1s rendben megy.

Lehet, hogy a masodik szamitasi mod hosszabb, de tobb fontos informacidt is megad, mint
az elsé. Igy pl. az élszarufa ¢ hajlasat, valamint a p; , y, megmunkaldsi szogeit is.
Javasoljuk, hogy a szamitasok soran menet kdzben ne kerekitsiink! gy a kétféle modon
szdmitott eredmények valdban egyezni tudnak, ha jok. Ez kicsit kényelmetlen, de megéri.

M13. Ajanlhat6 a szerkesztéses €s a szamitasos megoldasi modok egyiittes alkalmazasa.
Igy pl. arrol is képet kaphatunk, hogy kézi szerkesztésiink mennyire lett pontos.

M14. Itt az €lgerinc esetével foglalkoztunk. A vapa esete is hasonld, kis kiilonbséggel.
M15. Itt is elmondjuk, hogy a nyugat - eurdpai orszagok ( pl. Németorszag ) szakképzésé -

ben mar elég régen megtaldlhatok a szogfiiggvényekkel torténd szamitasok, amilyenek az
itteniek is. Nalunk ez még nem honosodott meg, bar mar vannak erre vonatkozo kezdemé -
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nyezések. A nagy kérdés az, hogy mikor lesznek hajlanddak a fiatal / tanuld és a mar nem
annyira fiatal / oktatd szakemberek a fentickhez hasonl6 szamitasokkal érdemben foglal -
kozni. Ez alatt azt is értjiik, hogy a matematikai alapozas is megvaldsul, ehhez illeszkedd
1j tankonyvek késziilnek, a tandrok és az oktatdk is elszakadnak valamelyest a régi gya -
korlattol és beidegzddésektol, stb. Itt is megemlitjiik, hogy szilikség lenne az 0 szemléleti
szak - és tankonyvekre, valamint egy olyan acs folyodiratra is, mint a Der Zimmermann.
A tobb évtizedes lemaradés behozasa nem egyszert, sokaig tart, ¢s mar most érdemben is
tenni kellene a ”szakmai felzarkoztatas” megvalositasaért. Az errdl vald beszélgetés mar
nem elég.

M16. Hatarozzuk meg az 5. abra szerinti gtla térfogatat, ha szog - adatai egyeznek az
eldz6 feladatbeliekkel, a magassaga pedig 1 m !

Adatok:

l=1m, ¢ =44,88618556°, ¢ = 84,89609064°, ¢, = 35,10390936° .

Ezekkel:
l3 sin ¢

1
Vapes = . 'COSZ¢ (tge; +tgey) =
1

=1 m3 SISO (10 84,89609064° + tg 35,10390936%) =

= 2,787983744m3 ~ 2,788 m3 , tehat:
VABCS = 2,788 m3 . (V)

()}

Tehat a gula térfogata mintegy 2,788 m° .

M17. Tovabbi szogosszefiiggések is felirhatok szogparamétereink kozott.
Példaula (9),(10),(11),(12)¢és (17 ) képletekkel:

. Sin

sinA = = ¢ , COSsA =cos¢-coseg ,
sin @1

. sin ¢

sinu = — , COSU =cos¢-cose, ,
sin ¢

tgp =sing - tg, ,
tgp =sine, - tgp, ;

ezekkel:
sin ¢
sin 1 i t, sin €1-t; tge ,
tol = =001 8¢ = D891 — B (ehat:
cos A cos ¢-cos €1 sin ¢1-cos &1 sin @1-cos &1 cosS @1
tge tge
tgl ==L —>A=arctg(g1) ; (28/1)
cosS @1 CcosS @1
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hasonldan:
sin ¢

sin i t sin &5t tge ,
tg[l — u — sin ¢ = — g ¢ =2 28 P2 — g2 ) tehat:

cos U cos ¢-cos €3 sin @y-cos &3 sin @y-cos &3 Cos 7

tgey tgey
tgu =—— — u = arct ( ) 2812

8L = s u 8\ cos o ( )

A L, u szogekre is sziikség lehet a szerkezet megépitése soran. Meghatarozasuk a mar
ismert adatok és részeredmények birtokaban pl. igy konnyen és gyorsan megy.

A (28 ) képletek kapcsan megemlitjiik, hogy igy levezetve nem okoznak semmilyen
nehézséget. Ha azonban hasonld képletek tucatjait latnank egy képletgylijteményben,
akkor féhetne a fejiink: ,,Ezeket biztosan nem tévesztették el sehol sem?”

A honi probléma eldszor is az, hogy nincs ilyen ( publikus ), magyar nyelvii 4cs képlet -
gyljtemény, amit sajtohibak terhelhetnek. ( Tudjuk, van olyan mas szakmai képletgytjte -
mény, melyben a sajtohibak komoly zavart okozhatnak, példaul a vizsgazoknak. )

Ha jobban szeretiink olyan képletekkel dolgozni, melyekben csak bemend adatok szere -
pelnek, akkor — vallalva a terjedelmesebb képlet - alakokat — (21 ), (22 ) és ( 28 ) szerint:

1 sin &
/‘l((pl ;(pZ;E)—aI'Ctg(COS(pl COSE+:§—$;> ) (29/1)
1 .
w1, 92,8) = arctg<cos(p2 +w) . (29/2)
tgp1

M18. Az elobb a képletgytjtemények hianyarol is szot ejtettiink. Jelen irasunkban sok
képletet levezettiink, melyekbdl mar képletgytjtemény készithetd. Javasoljuk, hogy a téma
irant komolyan érdekl6dé Olvaso tegyen igy!

M19. Vegyiik észre, hogy az 5. abran szerepl6 6sszes bejelolt szoget Kifejeztik a @1 , @5 , &
bemeno adatokkal. Az ott fel nem tiintetett szogekre talan mar nem is lesz sziikség; kivéve
azt a kevéssé valoszinii esetet, hogy ha éppen egy ilyen rudazat megépitése a feladat.

M20. Latjuk, hogy a szégekre vonatkozo képletekbdl a | hosszasag kiesett. Ezt néha ugy
hasznaljuk fel, hogy | =1 ( m ) valasztassal é¢liink. Nem ez a helyzet a ( 27 ) térfogat -
képlet esetében, ahol az eredmény I° - tél figg.

M21. Sokfelé elkalandoztunk a cimbeli képlet apropojan. Reméljiik, hasznosithato dol -
gokrol volt itt sz6. Eml¢keztet6iil: a felhasznalas a forras megjelolésével torténik.
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